Structure locale et caractères  by Puig, Lluis
JOURNAL OE‘ ALGEBRA 56, 24-42 (1979) 
Structure Locale et Caractixes 
LLUIS PUIG 
Universitd Paris VII, 2, Place Jussieu, Paris 1.5221 
Cmnmunicated by Walter Feit 
Received July 26, 1977 
Soient G un groupe fini, p un nombre premier qui divise l’ordre de G et R(G) 
l’anneau des caractkres complexes de G; nous ktudions le rapport entre la 
structure locale de G relative A p et l’anneau A(G) muni du produit scalaire 
habitue& plus prkcisement, nous introduisons des sous-anneaux de R(G) dont 
nous dkmontrons qu’ils sont entikrement dCtermin& par certaines donnCes 
locales (pour plus de prkcisions sur la notion de “structure locale” nous ren- 
voyons le lecteur Zt (6)). La mkthode prksentke ici peut &tre considCrCe comme 
une gCnCralisation, dans le cas d’un seul nombre premier, de celle qui est 
exposCe dans (4), $33; elle est utilisCe dans la dCmonstration de quelques critkes 
de non-simplicitC (7) et d’un crittre d’existence de { p, q}-complkment normal (3). 
Nous commenqons par exposer nos rbultats, en prkcisant au fur et a mesure les 
notations utiliskes. 
Si H et K sont des groupes finis et f un homomorphisme de K dans H, on 
note Res,,,, (ou Resx,H s’il n’y a pas d’ambigui’tk surf) l’homomorphisme de 
R(H) dans R(K) defini par la restriction; si K cst un sous-groupe de H, on note 
Inch celui de R(K) dans R(H) dkfini par l’induction; si x, x’ sont des fonctions 
centrales sur H k valeurs complexes, (x, x’)~ dCsigne leur produit scalaire; on 
note lH la fonction complexe qui vaut 1 sur tout ClCment de H; on dit qu’un 
Clement de R(H) est associk a un bloc de H s’il s’exprime comme combinaison 
1inCaire des caractkres des repnkentations simples appartenant a ce bloc (tous 
les blocs consid&& sont relatifs & p). Si H est un sous-groupe de G, N(H) (resp. 
C(H)) dksigne le normalisateur (resp. le centralisateur) de Ii dans G. 
Le premier thkorbme utilise, comme unique donnCe locale, la fusion des suites 
dans un S,-groupe P de G. Posons 
R(G, p) = (x E R(G); si x E G, on a x(x9) = y.(x)} 
R(P, G) = {A E R(P); si y E G et x, a+ E P, on a X(x”=‘) 1 X(x)}; 
il est clair que R(G, p) et R(P, G) sont respcctivement des sous-anneaux de R(G) 
et de R(P). Pour tout p-groupe abtlien fini A, notons mA l’tltment de Z?(A) dCfini 
inductivement par la formule 
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THI?OR&ME I. Soient P un S - 2, groupe de G et A un systkme de representants des 
classes de conjugaison des p-sous-groupes abeliens de G. 
1. On a Res,,, R(G) = R(P, G) et la restriction induit un isomorphisme 
d’anneaux entre R(G, p) et R(P, G). 
2. Pour tout x E R(G,p), on a 
( VA , ResA,GxL 
UG J dG = :A / N(A)/C(A)I * 
3. Pour tout x E R(G) associe a un bloc de G, les elements de xR(G, p) sont 
associes a ce bloc. En particulier, les elements de R(G, p) sont associes au bloc 
principal de G. 
On dira qu’un sous-groupe N de G est un sous-groupe de C-controle (relative- 
ment a p) s’il contient un S,-groupe de G et si pour tout p-sous-groupe A de N 
et tout x E G tel que A” C N, il existe z E C(A) tel que zx E N (cette notion 
recouvre celle de “control of strong fusion”: voir (6), Ch. I, 93). 11 est bien connu 
que, si N est un sous-groupe de C-controle de G, on a OP(N) = N n OP(G); 
a l’aide du corollaire suivant on peut en donner une demonstration particuliere- 
ment simple; il suffit de remarquer que le caractere d’une representation simple 
de G appartient a R(G, p) si et settlement si le noyau contient OP(G). 
COROLLAIRE 2. Soient N un sous-groupe de C-controle de G et P un SD- 
groupe de N. On a R(P, N) = R(P, G) et la restriction induit un isomorphisme 
entre R(G, p) et R(N, p), qui conserve le produit scalaire. 
Soient ‘$I l’ensemble des p-sous-groupes non triviaux de G et W une applica- 
tion de VI dans l’ensemble des p’-sous-groupes de G satisfaisant a la condition 
suivante 
(W) Pour tout couple A, B E ‘LI et tout x E G tels que A” C B, on a 
W(B) = W(A)” n C(B). 
A part quelques exceptions, si G est un groupe connu, on ne dispose d’une telle 
application que lorsque G possede un p’-sous-groupe K satisfaisant a la condi- 
tion suivante 
(K) Pour tout A E ‘8, A normalise un unique conjugue’ K’ de K et on a 
W(A) = K’ n C(A); 
or, dans l’etude des contre-exemples minimaux a certaines conjectures, il arrive 
qu’il existe des applications satisfaisant a la condition (W) pour lesquelles 
l’existence d’un p’-sous-groupe satisfaisant a la condition (K) n’est pas Cvidente; 
les resultats suivants permettent alors utiliser la theorie des caracteres avec la 
m&me efficacite que lorsqu’un tel p’-sous-groupe existe. 
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Soient G,, l’ensemble des $-elements de G, P(G) l’ensemble des elements de 
R(G) qui s’annulent en dehors de G,, et posons 
R(G, W) = {x E R(G); si x E G - G,, et w E W((X~)) on a x(wx) = X(X)} 
JUG, W) = {x E R(G, W); si x E G,, on a x(x) = x(l)). 
11 est clair que R(G, W) et R,(G, W) sont des sous-anneaux de R(G), que P(G) 
est contenu dans R(G, W) et que R,(G, W) contient R(G, p). 
Soient a I’anneau des entiers d’une extension finie du corps des nombres 
p-adiques et 53 son corps r&duel. Si H est un groupe fini, on identifie l’algebre 
ID(H)(resp. S(H)) 1 lg b d f a ‘a e re es onctions sur G a valeurs dans Ic, (resp. dans St) 
munie du produit de convolution; en consequence, les centres de ID(H) et de 
R(H), notes Z9(H) et ZR(H), s’identifient aux fonctions centrales. Si a E 3 
(resp. u E Z)(H)), on note a(resp. U) son image dans R (resp. B(H)) et les elements 
de R et de R(H) seront toujours surlignes. Si K est un sous-groupe de H, on note 
resK,H l’application de Z%(H) d ans ZR(K) induite par la restriction; il est bien 
connu que lorsque K est le centralisateur dun p-sous-groupe de H, resK,H est 
un homomorphisme de a-algebres. Si e est un idempotent de Z%)(H), on note e 
l’operation habituelle de e sur R(H); rappelons qu’elle est definie par 
oh x E R(H) et XEH 
(on suppose ID et les nombres complexes contenus dans un mCme corps). Si 
X C H, on note sx la somme dans Z)(H) des elements de l’image de X. 
Posons 
ZS(G, W) = (n E Z%(G); si A E a, x E C(A) et w E W(A), P(wX) = a(x)} 
I(G) = n Ker(resa,c) 
Ad 
pour tout A E 2I. 
I1 est clair que I(G) est un ideal de Z%(G) contenu dans ZJ3(G, W) et que, pour 
tout A E ‘8, e,(,) est un idempotent de ZB(C(A)). 
THBOR~ME 3. II existe un unique idempotent e, duns ZID(G) qui satisfait aux 
conditions suivantes 
1. Pour tout A E 2l, on a res,(,),o(&) = &(,) . 
2. Pour tout idempotent Ede I(G), on a SW = 0. De plus, on a 
R(G, W) = e, . R(G) + P(G), RdG, W C e,. R(G) 
ZSl(G, W) = e,ZS(G) + I(G), z&G) C Rad(&Z53(G)) 
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et en particulier, l’homomorphisme canonique de l’ideal ZSi(G, W) darts la R-algebre 
Zfi(G, W)/I(G) induit une bzjection entre les ensembles d’idempotents de e&%(G) 
et de Zfi(G, W)/I(G). 
On dira que ew est l’idempotent associe a W. Puisque 1 c appartient a e, . R(G), 
ce module contient tous les elements de R(G) associes au bloc principal de G; 
la proposition suivante presente une situation dans laquelle il y a CgalitC. 
On dit que G est p-contraint si, pour tout A E 2I, le centralisateur dans C(A) 
d’un S,-groupe de O,,,(C(A)) est p-resoluble; on sait que lorsque G est p- 
contraint, l’application qui a chaque A E ‘2l fait correspondre O,(C(A)) satisfait 
a la condition (W) ((6), Ch. VI. Prop. 5). 
PROPOSITION 4. (M. BrouC) Si G est p-contra& et si pout tout A E 2l, on 
prend W(A) = O,(C(A)), l’idempotent e, est primitif. 
Nous allons presenter maintenant une base de ZS2(G, W) dans laquelle il 
est assez facile de calculer la multiplication par &. . On dira que deux elements X, 
y de G sont W-conjugues s’il existe une suite z0 ,..., a, d’elements de G telle que 
2, = x, 2, = y et si 1 < i ,< n, ou bien ,z-r et zi sont conjugues ou bien il 
existe A E CLI pour lequel on a zi E C(A) et .z-r E W(A) zi; on appellera classes 
de W-conjugaison de G les classes de cette relation d’equivalence. Si K est une 
classe de W-conjugaison (resp. de conjugaison) de G, on pose 
D,(K) = {A p-sous-groupe de G; on a K n C(A) # a) 
K, = {y E G; il existe x E K tel que y = xD}; 
on Ccrira souvent D(K) au lieu de D,(K). 
PROPOSITION 5. L’ensemble des S, , ozi K parcourt les classes de W-conjugaison 
de G, est une base de Z%(G, W). De pl us, si K est une classe de W-conjugaison et C 
une classe de conjugaison contenue dans K, on a 
1. Les &ments maximaux de D(K) sont tous conjuguks dans G. On a K, = 
C, et enparticulier, si C = C, , on a D(K) = D(C). 
2. Le produit E& n’appartient pas a I(G) si et seulement si 
D(K)= D(C) # (1). 
Darts ce cas, il existe ii E R * tel que &.s, E iftK + I(G) et pour tout x E K, il existe 
Ac’%etyECn C(A) telsquexg W(A)y. 
3. Si K, # {l}, tout .&ment de R(G, W) est constant sur K. 
Si N est un sous-groupe de G d’ordre divisible par p, on note Res,,,W 
l’application qui Q tout p-sous-groupe non trivial A de N fait correspondre 
W(A) n N; il est clair que cette application satisfait B la condition (W) relative- 
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ment a N. On dira que N est un sous-groupe de W-controle de G s’il contient 
un S,-groupe de G et si pour tout p-sous-groupe non trivial A de N et tout 
x E G tel que A” C N, il existe w E W(A) tel que w’x E N. Par exemple, on retrouve 
une telle situation lorsque G est p-contraint, pour tout A E 91 on prend W(A) = 
O,(C(A)) et N est un sous-groupe de C-controle de G ((6, Ch. VII, Props. 2 et 4). 
THBOR~ME 6. Soit N un sowgroupe de W-controle de G et posons I,’ -m-z 
Res,,, W. 
1. La restriction induit un isomorphisme entre R,(G, W) et R,(N, V), qui 
conserve le produit scalaire. En particulier, si x, XI E R(G, W) et xx’ est nul sur G,, , 
on a 
(x, x’)~ = Pes,,Gx, ResN.~x'h . 
2. L’application 1 GjiV / resN,c induit un isomorphisme d’algebres entre 
ZSi(G, W)/I(G) et Zfi(N, V)/I(N). En particulier, il existe une bijection rN,o 
entre les ensembles d’idempotents de e&ID(G) et de e,Za(N) telle que, si e est un 
idempotent de e,Za(G), on ait 
rN,de) E / G/N / resN,&) + I(N); 
de plus, si e est primitif, les groupes de difaut de rN,o (e) sont les groupes de dtfaut de 
e contenus dans N. 
3. Si e est un idempotent de e,ZB(G) et x un t%%nent de R(G, W), on a 
Res,,,e * x E rN,de) . Res,,,x +- f’(N). 
4. Toute classe de W-conjugaison K de G telle que Do(K) # (1) contient 
une unique &we de V-conjugaison L de N telle que D,(L) # (13; de plus, D,(L) 
est l’ensemble des elements de Do(K) contenus darts N. En particulier, si K, # {l}, 
K n N est une classe de V-conjugaison de N. 
Comme application, nous Ctablissons une generalisation d’un resultat de 
D. Sibley ((5), Th. (7, 24)). E m p runtons les notations du ThCoreme 6 et sup- 
posons que N possede un sous-groupe normal N, tel que N/N, soit un groupe de 
Frobenius dont le noyau soit un p-groupe; posons F = N/N, et notons Q le 
noyau de F, D(Q) le sous-groupe derive de Q, S le sous-module de R(F) engendre 
par les caracteres des representations simples de F dont le noyau ne contient pas 
Q, S,, l’ensemble des elements de S de degri: zero et Pro,,, l’isomorphisme de 
R,(N, V) dans R,(G, W) inverse de la restriction. 11 est clair que Res,., envoie 
S, dans R,(N, V); ainsi, l’application qui a chaque x E S, fait correspondre 
Pro,,, Res,,,x est une isomttrie de S,, dans ew . R(G) et il est bien connu que 
si Q est abelien ou si 1 Q/D(Q)1 > 4 /F/Q I2 + 1, cette isometric peut &tre 
prolongee a S (voir par exemple (4), (31, 5)). Le thtoreme (7,24) de (5) montre 
que l’on peut s’affranchir de cette irkgalite lorsquep # 2, Nr = 1 et W(A) == 1 
STRUCTURE LOCALE ET CARACTBRES 29 
pour tout R E %I; nos rhltats nous permettent d’utiliser les mcmes arguments 
dans des conditions moins restrictives. 
On note Z l’anneau des entiers rationnels. 
TH~OR~ME 7. Soient P un S,-groupe de G et e, l’idempotent primitif de 29(G) 
associe’ au bloc principal de G. Supposons que p # 2, que P soit non abklien, que 
N(P) soit un sous-groupe de C-contrcile de G et que N(P)/O,(N(P)) soit un groupe 
de Frobenius; posons F = N(P)/O,,(N(P)) et 0 = Ind,,,l, - 1 F/Q / IF, 02i 
Q est l’image de P dans F. I1 existe alors une unique isome’trie (T de R(F, p) + ZB 
dans e, . R(G) telle que, pour tout x E R(F, p), on ait 
4x) E R(G P) et Res,,dx) = Res,,,x; 
de plus, la restriction de u(0) ci P * O,,(N(P)) est I’induit d’un &ment de 
R(O,GV’N 
Les notations non prCcisCes ont standard; elles sont toutes explicitkes dans (6). 
Les symboles G, p, VI, W gardent le m&me sens tout au long de l’article. 
1. DEMONSTRATIONS DU THJ?OR&ME 1 ET DU COROLLAIRE 2 
Si A est un p-groupe abClien fini, notons @(A) le sous-groupe de Frattini de A, 
z(A) l’entier rationnel dCfini inductivement par la formule CBCA 1 A/B j z(B) = 1 
et, si B est un sous-groupe de A, r,,, l’ensemble des sous-groupes D de A tels 
que B. D = A. 
LEMME 1.1. Soit A un p-groupe ab&n Jini, 
1. Pour tout sous-groupe B de A, on a &,ErA,B 1 AID I z(D) = z(A/B) 
2. Pour tout x E A, TJX) = z(A/(x)). 
3. Si A # 1, on a CecA z(A/(x)) = 0 
4. Supposons que A # 1 et posons 1 A/@(A)1 = pr; alors, 
Dhnonstration. 1 et 2. D’aprb les dkfinitions de ra et de z(A), on a 
.,c,, I AID I G’IB) = 1 = c I AID I 44 
DCA 
et si x E A, 
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(on somme toujours par rapport a D); on en deduit tout de suite les assertions 
en raisonnant par recurrence sur ! A 1. 
3. D’apres l’assertion 2, il suffit de demontrer que, si A # 1, on a 
( rrA , lA)A = 0; or, en vertu de la definition de nA , CDCA (ro , l,), = 1 et on 
obtient l’assertion en raisonnant a nouveau par recurrence sur / A I. 
4. Puisque Fa,O(a) = {A}, d’apres l’assertion 1, on a z(A) = x(/l/@(A)); 
posons A = A/@(A) et soit XE A - (l}, ‘1 I resulte alors de l’assertion 3 que 
x(A) = (1 - p+) x(2/(~)); en raisonnant par recurrence sur r on obtient tout 
de suite l’expression de z(A) et, a l’aide de l’assertion 2, celle de rA . 
LEMME 1.2. Si x est un p-t%ment de G et A, l’ensemble des p-sous-groupes 
abt%ens de G qui contiennent x, on a 
D&monstration. On raisonne par recurrence sur i G / ; notons c, le deuxieme 
membre de cette CgalitC. Si A E A, , C( x contient A et on a C,(,,(A) = C(A); ) 
par suite, 1’CgalitC resulte de l’hypothese de recurrence lorsque C(X) # G. 
D’autre part, si x est central dans G on a c, = c,; en effet, puisque pour tout 
sous-groupe H de G, on a C(H . (x)) = C(H), on obtient 
cr = C (C(A)/A / c 1 A/B 1 z(B) = c, (Lemme 1.1). 
AEA, BEr~,<a 
Par consequent, en notant G, l’ensemble des p-elements de G, il suffit de de- 
montrer que 
c I C(Y),, I = 1 c,; 
YEGg YEGD 
or, G est la reunion disjointe des ensembles y(C(y),,), oh y parcourt G, , et 
d’apres l’assertion 3 du Lemme 1.1, 
on a done 
,z I C(y),, I = I G I = c cy . 
9 YSG, 
Dtfmonstration du Th. 1: 1. I1 est clair que R(P, G) contient Res,,,R(G) et 
que, pour tout X E R(P, G), 1 i existe une unique fonction centrale xA de G qui 
prolonge A et qui verifie la condition x,,(x) = xn(xa), pour tout x E G; par 
consequent, il suffit de demontrer que xA E R(G), done que pour tout sous-groupe 
ClCmentaire E de G, la restriction de xn a E appartient a R(E) ((2), Th. 7.1); 
or, E est nilpotent et nous pouvons supposer que P contient l’unique S,-groupe 
de E; cette restriction est alors Cgale B Ress,J, ce qui demontre l’assertion. 
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2. Soient G, l’ensemble des p-elements de G et d l’ensemble des p-sous- 
groupes abeliens de G; d’aprts les Lemmes 1.1 et 1.2, on a 
3. Soit x E IP(G) et pour tout x E G, , notons xr la fonction qui coincide 
avec x sur l’ensemble des elements y de G tels que yl, soit conjugue de X, et qui 
est nulle ailleurs; il est clair que les elements de xR(G, p) sont des combinaisons 
lineaires a coefficients complexes des fonctions xz , oti x parcourt G,; I’assertion 
est done une consequence de (I), Cor. A2.2. 
D&onstration du Cor. 2. L’CgalitC R(P, N) = R(P, G) est une consequence 
immediate des definitions. 11 est clair que Res,,oR(G, p) C R(N, p) et comme la 
restriction induit des isomorphismes entre R(G, p) et R(P, G), et entre R(N, p) 
et R(P, N) (Th. I), Res,,, induit un isomorphisme d’anneaux entre R(G, p) et 
R(N,p). D’autre part, puisque N est un sous-groupe de C-controle de G, un 
systeme de reprtsentants des classes de conjugaison dans N des p-sous-groupes 
abeliens de N l’est Cgalement de G, et si A est un Clement du systeme, les 
quotients N(A)/C(A) et N,(A)/C,(A) sont isomorphes; par consequent, d’apres 
I’assertion 2 du Theo&me 1, la restriction de Res,,c a R(G, p) est une isometric. 
2. DEMONSTRATIONS mu THBOR~ME 3 ET DES PROPOSITIONS 4 ET 5 
Posons W(2I) = UaE~ W(A). L’existence de l’idempotent e, resultera des 
deux lemmes suivants. 
LEMME 2.1. Pour tout A E Bl, IV(%) n C(A) = W(A) et / W(f!I)/ z 
I J+V)I (modp). 
Dtknonstration. Soit B E 2I, commc /Z et B centralisent W(B) n C(A), il 
existe x E C(W(B) r-r C(A)) tel que A et B” engendrent un p-sous-groupe D; 
en vertu de la condition (IV), on a alors 
W(B) n C(A) C W(B)” n C(D) = W(D) C W(A). 
Par consequent, W(9l) n C(A) = W(A) t e , en considerant I’operation de A sur 
IV(%) induite par la conjugaison, toutes les orbites de A dans lV(?I) - W(A) ont 
un cardinal divisible par p. 
LEMME 2.2. Soient A, B des !&algebres commutatives de dimension jinie et f 
un homomorphisme surjectif de A dans B. Alors, f induit une bijection entre l’ensemble 
&/56/I-3 
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des idempotents de A orthogonaux aux idempotents de Ker( f) et l’ensemble des 
idempotents de B. 
DCmonstration. On se ramene saris difficult6 au cas oh les radicaux de A et de 
B sont nuls ((2), Prop. 9.13); alors, A est semi-simple et par suite, elle est iso- 
morphe au produit d’une famille finie (fii}icl d’extensions finies de R; en 
identifiant A et J&r Ai , Ker( f ) devient l’ensemble des elements de nTi,, Ai 
dont certaines composantes sont nulles et l’assertion de l’enonce est evidente. 
Si e est un idempotent de ZD(G), p our tout A E ‘LL on note r,(,),,(e) l’idem- 
potent de ZID(C(A)) q ui remonte res,(,),,(Z) ((2), Prop. 9.13). D’apres un 
theoreme de Brauer, pour tout x E e . R(G) et tout x E G - G,, , on a 
X(X) = (Yc&,LG(e) * R%(x,).Gx)(x> ((2), Th. 13.11) 
et nous avons besoin de la consequence suivante: 
LEMME 2.3. Soit e un idempotent de L%(G). Un e’lt!ment x de R(G) appartient 
de*l?(G)+ P(G) t st e seulement si, pour tout x E G - G,, , on a 
X(X> = (rctz,,) .Gce) - Resc(zp) .GX)(X). 
Dkmonstration. Six E e . R(G) 1’CgalitC resulte du thtoreme de Brauer; comme 
les caracteres projectifs restent projectifs par l’action des idempotents, si 
x E P(G) l’egalite est encore vraie. 
Reciproquement, supposons que x verifie l’egalite. En posant e’ = 1 - e 
d’aprls le theoreme de Brauer, on a 
(e’ ’ x)(x) = (YC(ep).G(e') ’ Re%(r*P),Ge' * x)(x)? pour tout x E G - G,r 
d’ou il resulte 
et en vertu de notre hypothese, 
x6) = (rC(zp).G(e) . ResC(zp),Ge ’ idx>% pour tout x E G - G,, . 
En appliquant a nouveau le theoreme de Brauer, on obtient (e . x)(x) = x(x), 
pour tout x E G - G,, , et par suite, (I - e) . x appartient a P(G). 
DcZmonstration du Th. 3. D’apres le Lemme 1.1, on a 
w3.dAfwd = I wW)l %a ) pour tout A E 2l 
et par suite l’idempotent (.?,(,))AEx de l’algebre flAE~Zfi(C(A)) appartient a 
l’image de Z&(G) par l’homomorphisme defini par la famille (res,(,),c}asa; 
l’existence et l’unicite de e, resultent alors du Lemme 2.2 et de (2) Prop. 9.13. 
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11 resulte tout de suite des definitions qu’un Clement u de Z%(G) appartient a 
ZS(G, W) si et settlement si, pour tout A E ‘8, rescU),,(@) appartient a &w(A) 
Zfi(C(A)); on en deduit les inclusions suivantes 
Z(G) f- e,ZS(G) C Zfi(G, W), (1 - e,) ZS(G, W) CZ(G) 
et par suite, 
ZR(G, W) = e,Zfi(G) + I(G). 
D’autre part, d’aprb la condition 2 de l’enonct‘, &Z(G) ne contient aucun 
idempotent non nul et par suite, il est contenu dans le radical de i&ZR(G); en 
particulier, l’isomorphisme canonique ZR(G, W)/I(G) s F~ZR(G)/&,Z(G) induit 
une bijection entre les ensembles d’idempotents de ZS+(G, W)/Z(G) et de 
ts,ZS(G). 
En vertu du Lemme 2.3, pour Ctablir l’egalite R(G, IV) = e, * R(G) + P(G), 
il suffit de demontrer que, pour tout ,y E R(G), les assertions suivantes sont 
Cquivalentes 
(9 Pour tout x E G - G,, , x(x> = (ew(,, )) . Rescq,Gx)(4. 
(ii) Pour tout x E G - G,, et tout w E W((X:>), ,Y(WX) = x(x). 
Or, d’aprb la definition de l’action des idempotents sur les caracteres, pour 
tout A E ‘8 et tout y E C(A), on a 
(%‘(A) ’ R’WA),GX)b’) = / ;(A), BG;cA) X(d* 
Par consequent, (ii) entraine (i) et si (i) est vraie, pour tout 
tout w E W((X,>), on a 
L’Cgalite que I’on vient de prouver entraine R(G, IV) = e, . R(G) f 
XEG- G,, et 
(1 - ew) . P(G) et par suite, e, . R(G) est l’ensemble des elements de R(G, W) 
orthogonaux a (1 - e,) . P(G); par consequent, e, . R(G) contient tous les 
elements de R(G, W) nuls sur G,, , et tout Clement de norme 1 de R(G, W) 
appartient soit a e, R(G) soit a P(G); en particulier, on en deduit que 1, 
appartient B ew * R(G) et que e, + R(G) contient R,(G, IV). 
Dthzonstration de la Prop. 4. I1 suffit de demontrer que, pour tout 
A E 2l, &,,a) est primitif dans ZsZ(C(A)), d one que 1, 0 sont les uniques idem- 
potents de Zsi(C(A)/W(A)). Posons H = C(A)/W(A); les idempotents de 
Z’S(H) sont tous contenus dans Z,S(C,(O,(H))) ((2), Cor. 13.23); or, comme G 
est p-contraint, on a 
GAO,(H)) = Z(O,W)); 
par consequent, Z%(H) n’a qu’un seul idempotent non nul((2), Cor. 11.26). 
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DLmonstration de la Prop. 5. Soit K une classe de W-conjugaison de G; il est 
clair que S, appartient a ZR(G, W) et que tout Clement de ZR(G, W) est constant 
sur K, par consequent, l’ensemble des s,, , oh K’ parcourt les classes de W- 
conjugaison de G, est une base de Zs(G, W). 
2. Soit C une classe de conjugaison contenue dans K, pour tout A E Y!l et 
tout x E C(A), on a 
(car res,(,),, est un homomorphisme d’algtbre); par consequent, (Z&)(X) # 0 
entraine A E D(C), x E K et A E D(K) (car W(A)x n C + i~r). Si ~WS, n’appar- 
tient pas &I(G), on en deduit qu’il existe z E R* tel que le produit Z~S, appartienne 
a as, -- + I(G), que D(C) = D(K) # (1) et que pour tout x E K et tout p-sous- 
groupe non trivial A de C(X) (il en existe), il existe y E C tel que x E W(A)y. 
Supposons que D(C) = D(K) f (1); soient A un Clement maximal de D(C) 
et x un Clement de C n C(A); alors, A est un S,-groupe de C(X) et par suite, 
C n C(A) est une classe de conjugaison de N(A); posons H = N(A)/W(A), 
2 = C n C(A) et notons respectivement 2, A”, 2 les images de X, A, 2 dans H; 
puisque N(A) est transitif sur 2, on a 
et d’apres la maximalite de A, A est un S,-groupe de C,(i) (car W(A)x C K); 
on en dtduit que 1 W(A)% n C 1 est premier a p et par consequent, E~+,s, n’appar- 
tient pas a I(G) (car (F&.)(X) # 0). 
1. D’apres la definition de la W-conjugaison, les p-composantes de deux 
elements de K sont conjugues dans G et par suite, K, = C,; de plus, comme 
D(C) C D(K) C D(K,), si C = C, , on a l’egalite. D’autre part, puisque 
(1 - e,) jK E I(G) (Th. 3), si p our toute classe de conjugaison C’ contenue dans 
K le produit F,& appartient a I(G), S, appartient a I(G) et par suite, K est une 
classe de conjugaison de G. Par consequent, on peut toujours choisir C de telle 
sorte de D(C) = D(K). 
3. Soient A un Clement maximal de D(K), x un Clement de K n C(A) et C 
la classe de conjugaison de X; d’apres l’assertion 1, D(C) = D(K); d’apres 
l’assertion 2, pour tout y E K il existe un sous-groupe non trivial B de A, 
w E W(B) et z E G tels que yz = wx; or, comme X, W(B) = (wx), W(B), il existe 
v E W(B) tel que zV = (wx)“p; par consequent, en posant z’ = .zv et w’ = 
w”[v, x-l], on obtient y*’ = w’x et l’element w’ appartient a W(B) et B C(x,), 
done a W((x,)) (Lemme 2.1). Pour tout x E R(G, W), on a done 
X(Y) = X(Y”‘) = x(x>. 
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3. DEMONSTRATION DU THBORBME 6 
Nous demontrerons que tout Clement de R,(N, V) est la restriction d’un 
Clement de R,(G, W), a I’aide du lemme suivant. 
LEMME 3.1. Pour tout x E R,(G, W) et tout A E QI, Res,(,) ,cx est la restriction 
d’un e’le’ment de R(C(A)/W(A)). 
Dtmonstration. 11 suffit de demontrer que, pour tout x E C(A) et tout 
w E W(A), on a I = X(X); en effet, Resc(a),cX est alors la restriction d’une 
fonction centrale sur C(A)/W(A) dont le produit scalaire par chaque caractere 
simple est un entier rationnel. Si x est un p’-Clement, W(A) . (x> est un p’- 
groupe et par suite, x(wx) = x(1) = x(x). Puisque x et wx sont W-conjugues 
dans G, si xp # 1, on applique I’assertion 3 de la Proposition. 5 
Desormais nous empruntons les notations du theoreme; notons 3 l’ensemble 
des p-sous-groupes non triviaux de N. 
LEMME 3.2. Pour tout A E 23, ; W(A)! = / G/N ) ; V(A)] (modp). 
De’monstration. En considerant l’operation habituelle de G sur G/N, 
(W(A) N)/N est I’ensemble des points fixes de A; en effet, si x E G, -4 fixe xN 
si et seulement si N contient A$, auquel cas, il existe w E W(A) tel que wx E A’. 
Par consequent, on a j G/N / = I W(A)/V(A)j (modp). 
Nous sommes en mesure de demontrer le theoreme. Nous demontrons &pare- 
ment chaque assertion. 
Dbmonstration de 4. Si A est un Clement maximal de D(K) contenu dans N, 
il existe x E K n N centralist par A; en effet, si y E K n C(A), K contient 
W(A)y et comme Nest un sous-groupe de W-controle, il existe w E W(A) tel que 
wy E N. I1 suffit de demontrer maintenant que, siL est une classe de T-conjugaison 
de N telle que L C K et D,(L) # {l}, x appartient a L. 
Soient C la classe de conjugaison de x dans G, A’ un Clement maximal de 
D,v(L) et x’ un Clement de L n C(A’); puisque A est un S,-groupe de C(x), on a 
D,(K) = DG(C) et en vertu de 1aProposition 5, il existey E G, B E 4I et w E W(B) 
tels que B C A et x’ = (wx>“. D’autre part, A’ est un S,-groupe de C(x’); 
en effet, d’apres la maximalitt de A’, l’image de A’ dans N,(A’)/V(A’) est un 
S,-groupe du centralisateur de l’image de N’ (car V(A’) x’ CL); or, l’inclusion 
N C G induit un isomorphisme entre N,.,,(A’)/V(A’) et N(A’)/W(A’) (car N est 
un sous-groupe de W-controle); par suite, A’ est un S,-groupe de C(x’) n N(A’), 
done de C(x’). Par consequent, nous pouvons supposer que By C A’, auquel cas, 
il existe w’ E W(B) et n E N tels que y = w’n (car A, A’ C N); posons v = 
ww’[w’, x-l]; comme w, w’ E W(B) et x E C(B), v appartient a W(B); alors, 
comme x’ = (ux)~ et x, x’, n E N, u appartient a V(B) et par suite, x et s’ sont 
V-conjugues dans N. 
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D&zonst~ation de 1. 11 est clair que ResN,&.(G, W) C R,(N, V). D’aprb 
I’assertion 4 et la Proposition 5 (assertion 3), la restriction de Res,,, a R,(G, W) 
est injective et tout Clement 7 de R,(N, V) se prolonge en une fonction x sur 
G constante sur G,, et sur chaque classe de W-conjugaison de G. De plus, la 
restriction de x B chaque sous-groupe Clementaire E de G appartient a R(E); 
en effet, si E est un p’-groupe, cette restriction vaut ~(1) 1,; sinon, il existe 
A E ‘11 tel que E C C(A) et nous pouvons supposer que A C N, alors, en vertu 
du Lemme 3.1 applique a N et a Il., il existe X E R(C(A)/ W(A)) tel que 
Res,,vcA),C(A)jwA)X = R%,,,(A),h’? 
(car C,JA)/I*-(A) g C(A)/ W(A)) et on voit aisement que la restriction de x 
B E est &gale a Res,,,t,) IW(A) A. Par consequent, x appartient a R(G) ((2), Th. 7.1) 
done a R,(G, W) (car x est constante sur G D’ et sur les classes de W-conjugaison 
de G). On a done ResN,o&(G, W) = R&V, V). 
D’autre part, puisque Nest un sous-groupe de W-controle de G, un systeme S 
de representants des classes de conjugaison dans N des p-elements non triviaux 
de N l’est Cgalement de G; de meme, si x E S, un systeme T, de representants de 
C,(X),~/V((X)) l’est Cgalement de c(~)~,/W((.z’j). Par consequent, si x est un 
element de R(G, W) nul sur G,, , on a 
comme (1,) I& = 1 = (1,) l,v),v, on a done (1~) X)G = (1,) Reslv,Gx)N 
pour tout x E R,(G, W), et par suite, la restriction de Res,V,, a R,(G, W) est une 
isomktrie. 
Dimonstration de 2. D’apres l’assertion 4 et la Proposition 5, 1 G/N j res,.,,,c 
induit une application lirkaire bijective de Zfi(G, W)/I(G) dans .ZR(N, V)/l(N) 
et nous allons dbmontrer que cette application est un isomorphisme d’algebres. 
Pour tout A E 93, notonsf, (resp. gA) l’homomorphisme de Zfi(G) (resp. Z%(N)) 
dans A(C(A)/W(A)) obtenu en composant res,(,),, (resp. res,+,,),,,) avec 
l’homomorphisme canonique de R(C(A)) (resp. R(C,(A))) dans R(C(A)/W(A)); 
on verifie aisement que, si u E ZR(G, W), on a 
i WW gA(resN,G W) = I w)lfm; 
par consequent, en vertu du Lemme 3.2, pour tout couple E, U’ E ZR(G, W), on a 
gA(resN,G@‘)) = I G/N I gA(resN.G(B) resN,dc’)); 
puisque ZR(N, V) n (nAEs Ker(g,)) = I(N), les images de res,,,(z’) et de 
[ GjiV 1 res,,,(c) res,V,,(P’) dans Zs2(N, V)/I(N) coincident. 
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L’existence de rN,c resulte de I’isomorphisme que l’on vient d’exhiber et de 
(2), Prop. 9.13; le reste ne presente aucune difficult& 
Dkmonstration de 3. Posons Q = (1 - rN,c(e)) * Res,,,e * x, 77” = r,V,G(e) *
Res,,,(e, - e) . x et Q = rN,c(e) . Res,V,,(l - e,) . x; il est clair que 
Res,v,,e . x = TN.44 * ResAv,,x + rll - rlz - q3 
et comme (1 - ew) . x E P(G) (Th. 3), r/a appartient 5 P(N); alors, il suffit de 
demontrer que pour tout idempotent e de e&Z(G), on a 
Res,,,e . R(G) C r.V.G(e) R(N) + P(N); 
en effet, en appliquant ceci aux idempotents e et ew - e, on conclu que P(N) 
contient Q et Q , done qu’il contient or - Q - Q . 
Soit 7 E e . R(G) et posons 7’ = Res,,,T et e’ = r,,,(e); en vertu du Lemme 
2.3, il suffit maintenant de demontrer que, pour tout x: E N - N,, , on a 
(“c(zp), c(e) . Resctzp), A(4 = ('CNb,), Nce') * Resc,(+,) , e?‘)(X). 
Or, on voit aisement que les homomorphismes canoniques de z?(C(x,)) et de 
~(CN(x,>> dans ~(C(4/W((Q)h envoient ~c~x,).c(4 et ~CN(z~).,v(e’) sur un 
m&me idempotentf de ZB(C(x,)/W((x,))). D’autre part, Res,(,V),,T appartient 
a R(C(x,), Res,t,B,,cW) et en vertu du Theo&me 3, il existe h E R(C(x,,)/W((r,,)) 
et n E P(C(x,)) tels que 
Resctzp).m = r + ResC(sp),C(z,),W((Tll))h 
(car ewfcz,)) est I’idempotent associe a Resco..),c W); de plus, par restriction a N, 
en posant Z-’ = RescN(x,),c(z,)r on a 
ResCN(z,). NTI’ = 7~’ + Res,N(,n),c(z,),wc~~~,,)h. 
En notant f l’image de .1c dans C(x,)/W((x,)), on verifie alors saris difficult6 que 
(~c(a,).d4 * Res+,)m)W = Cf. 4(g) = (~CN(zp).d4 * Resc,c,),NG% 
ce qui demontre l’assertion. 
4. DEMONSTRATION DU TH&OR*ME 7 
Dans la suite, Nest un sous-groupe de W-controle de G, 8 l’ensemble des p- 
sous-groupes non triviaux de N, P un S,-groupe de N et V l’application 
Res,,,W. Si C, C’, C” sont des classes de conjugaison de G (resp. IV) et z un 
Clement de C”, on note aF, , le cardinal de I’ensemble des (x, y) E C x C’ tels 
que Xy = z. 
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LEMME 4.1. Soient C, C’, C” des classes de conjugaison de G, K, K’, K” leurs 
classes de W-conjugaison respectives, z un e’lthent de C” et A un S,-groupe de C(x). 
Si 1 A 1 ne divise pas a& , il existe des classes de conjugaison D, D’, D” de N, 
contenues repectivement dans K, K’, K”, pour lesquelles a::,, est non nul. 
Dkmonstration. Nous pouvons supposer que A C N. Si E est l’ensemble des 
(x, y) E C x C’ tels que xy = z, la conjugaison induit une operation de A sur E 
et il existe alors une orbite de cardinal different de ) A j; par consequent, il existe 
un sous-groupe non trivial B de A qui a, au moins, un point fixe (x, y) dans E et 
par suite, il existe w, v F W(B) tels que wx et vy appartiennent a N; comme 
(wx)(vy) = ZU(V”-~)Z et w(z@) E W(B), les classes de conjugaison dans AT de 
wx, vy, wxvy satisfont aux conditions de l’enonce. 
Le critere de divisibilite suivant est le point essentiel dans la demonstration 
bu theoreme. 
LEMME 4.2. Supposons que N posstde un p-sous-groupe normal A tel que, pour 
tout sous-groupe non trivial B de A, on ait V(B) = V(A) et tel que A n Z(P) 
rencontre au mains trois classes de conjugaison de N. Alors, si x est un e’le’ment de 
R(G, W) de norme 1 qui est constant sur A - {l}, ! P I divise x(x) - x(l), oi 
x E A - (1). 
Dbmonstration. D’apres le Theo&me 3, (1 - e,) . x appartient a P(G) et 
comme x est de norme 1, ou bien x E e, . R(G) ou bien x E P(G), auquel cas 
x(x) = 0 et 1 P 1 divise x(l); par consequent, nous pouvons supposer que x 
appartient a e, . R(G). En supposant que 3 contient x(G), soient wX l’homo- 
morphisme de ZB(G) dans 9 associe a x et c;i, l’homomorphisme de Zfi(G) 
dans R induit par wX; on a alors w,(ew) = 1 et par suite, &(1(G)) = (0) (Th. 3). 
Par consequent, en vertu du Theo&me 6 (assertion 2), il existe un homomor- 
phisme & de ZR(N, V) dans si tel que, si UE ZR(G, W), on ait 
1 G/N 1 @(resN,c(u)) = &(a). 
Soient x E A n Z(P) - (11, C la classe de conjugaison de z dans G et posons 
xX = x(z)/x(l); puisque w,(sc) = I C ; xX et 1 C 1 est premier a p, xX appartient 
a B. Notons 5~7 l’ensemble des classes de conjugaison de G dont les elements 
sont W-conjugues d’au moins un element de A - (1) et 9 l’ensemble des 
classes de conjugaison dans N des elements de A - (1); d’apres l’assertion 3 
de la Proposition 5, 
W,(Sc’) = : C’ 1 xx ) pour tout C’ E 9; 
par suite, a l’aide de l’assertion 2 de la m&me proposition, on voit aisement que, 
pour tout D E 9, il existe k, E R tel que 
~x(eysD) = k&g. 
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11 en resulte que xX est inversible dans B,; en effet si D et D’ sont respectivement 
les classes de conjugaison de z et de z-l dans N, on a 
(car A est normal dans N); en multipliant cette CgalitC par F,,. et en lui appliquant 
vX , on obtient 
comme ] D I est premier a p, on a done .%% # 0. 
D’autre part, d’apres nos hypotheses, il existe un Clement a’ de A n Z(P) - {I} 
qui n’est pas conjugue de 2-l dans N; notons C’ la classe de conjugaison de z’ 
dans G et soient respectivement K et K’ les classes de IV-conjugaison de x et 
de a’. En vertu de l’assertion 4 du Theoreme 6, K n Net K’ A N sont les classes 
de V-conjugaison de z et de z’ dans N. Or, d’aprb nos hypotheses, les classes 
de V-conjugaison des elements de A - {I} sont contenues dans A . V(A) - V(A); 
en effet, si x E A - (1) et y est un Clement de la classe de I/-conjugaison de x 
dans N, il existe BE 23, v E V(B) et n E N tels que B C C(x) et y = (ZXC)~ 
(Prop. 5); quitte a modifier le choix de v et de n, nous pouvons supposer que x 
et ZI commutent, auquel cas z, appartient 2 V((x>) (Lemme 2.1), done a V(A). 
Par consequent, d’apres notre choix de z’, on a (K n N) . (K’ n N) C A . V(A) - 
V(A) (car la p-composante d’un Clement de (K n N) . (K’ n N) n’est pas 
triviale). I1 resulte alors du Lemme 4.1 que, pour toute classe de conjugaison C” 
de G qui n’appartient pas g $7, 1 P 1 divise 1 C” 1 a&, et par suite, en notant ph 
la plus grande puissance de p qui divise 1 G i/x(l), on a 
4sc) %(Sc’) = c &k,(s~) (mod phlD), 
C”EV 
ou encore 
comme j C /, ! C’ 1 et xX sont inversibles dans YQ on obtient 
xX = (I C / 1 C’ I)-’ 1 1 C” 1 a::,, (modp%). 
C”EV 
En particulier, ceci est vrai lorsque x = 1 o , d’oh l’on deduit que 
xX 3 1 (modph3), 
done que j P j divise X(Z) - x( 1) ( on remarquera que, d’apres nos hypotheses, 
x(z) est un entier rationnel). 
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De’monstration du Th. Si A est un sow-groupe non trivial de P, il resulte de 
nos hypotheses que C,(A) est un sous-groupe de C-controle de C(A) (car 
C(A) n N(P) = C,(A) . O&v(P))) et p ar suite, C(A) posskde un p-complb 
ment normal; alors, il est clair que l’application qui a chaque A E 91 fait corres- 
pondre O,.(C(A)) satisfait g la condition (IV) et que, en posant W(A) = 
O,.(CW)~ WY t es un sous-groupe de IV-controle de G. Desormais nous 
supposons que, pour tout A 6 \21, on a W(A) = O,.(C(A)) et que N = N(P); 
en particulier, on a e, = e, (Prop. 4). 
Puisque Res,,,R(F, p) C R(N, p), ‘1 t 1 ews e une unique isometric T de R(F,p) 
dans R(G, p) telle que 
ResN,oT(a) = Res.V,Fcr, pour tout 01 E R(F,p) (Cor. 2). 
Posons N, = P . O,(N), N1 = O,(N), I’s = ResN,,oW et notons R,(Q) 
l’ensemble des elements de R(Q) de degre nul; il est clair que 
ev,, . JW,) = R-N,,,&(Q), W,) = Ind~,.~,R(W 
et que R(F, p) contient Ind,,,R,(Q). Par consequent, il suffit de demontrer que 
T se prolonge en une unique isometric c de R(F, p) + h6’ dans e,. R(G)(rappelons 
que R(G, P) C R,(G, W> et q ue, d’apres le Theo&me 3, R,(G, W) C e, . R(G)); 
en effet, Res N,,Gcr(8) appartient alors a R(N, , V,,), done a ResNO,oR(Q) + 
Ind,l,,OR(N,) (Th. 3) et comme 0 est orthogonal a Indo,FRO(Q), ResNp,oa(0) 
est orthogonal a ResNO,oR,,(Q) (Th. 6); par suite, ResNO,,o(B) appartient Q 
In4vl,,oWd. 
On pose k = 1 F/Q 1, Z = Z(Q) n D(Q), & = Q/Z etF = F/Z, et on identifie 
R(P) a son image dans R(F). Soient X l’ensemble des caracteres des representa- 
tions simples de F dont le noyau ne contient pas Z, R le sous-module de R(F) 
engendre par X et A, l’ensemble des elements de R de degre nul; choisissons un 
Clement x de X de degre minimum et un caractere simple h de F de degre k, 
et posons o = x - (x(l)/k)A; il est clair que 
R, = RnR(F,p) et R(F, P) = R(P, P) + Zw + R, (*> 
D’apres (5), Th. (7, 22), il existe une unique isometric v de R dans e, . R(G) 
qui prolonge la restriction de 7 a R, et qui verifie 
(“(XL T(W))G > l/2 lorsque I X : = 2 (**I 
(en fait, les arguments de (5), Th. (7, 22) montrent que toute isometric de R, 
dans un Z-module, muni d’une forme quadratique possedant une base ortho- 
normale, peut etre prolong&e a R). 11 existe alors une unique application lineaire 
u’ de R(F, p) f R dans e, . R(G) qui prolonge 7 et V. 
I1 suffit de demontrer maintenant qu’il existe un element 7 de e, R(G) de 
norme 1 tel que o’(();(l)/k)h) = (x(l)/k)y; en effet, comme R(F, p) + ZB et 
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R(F, p) + Zh coincident, il existe alors une application i2-lineaire u de R(F, p) + 
a0 dans e, 9 R(G) qui prolonge (T’, done T; de plus, comme r est une isometric, 
(V(X), ~(uJ))~ = 1 et pour tout 01 E R(F, p) et tout f E X, 
(“(‘t), +))G = T K% ‘(4)G - (A a)FF)1 
d’ou, en posant x, = (7, T(cx))~ - (A, CX)~ , on obtient 
or, les elements 1, et 5 - (ql)/k)(e + kl,), ou 1 parcourt les caracteres des 
representations imples de F dont le noyau ne contient pas p, forment une base 
de R(p, p) et leurs normes sont inferieures a I p jliz (car (<( I)/k)2 et 2k divisent 
respectivement j Q/Z(&)1 et j Z(Q)1 - 1); par consequent, en vertu de (*), 
U’ et u sont des isometrics. 
Notons A’ le conjugue de A; puisque F est d’ordre impair, A’ est different de X 
et .(A - A’) est de norme 2112; on a done 7(X - A’) = 7 - T’, ou 7 et q’ sont 
deux CICments conjugues de e, . R(G) de norme 1. II est cIair que 71 et T’, 
n’appartiennent pas a Y(R) et par suite, ils sont orthogonaux g v(R); alors 
Res,“,,T est encore orthogonal & Res,,,R, (Th. 6) et par consequent, il existe un 
nombre rationnel r tel que 
(ResN,Gv, ResNsFON = y-31), pour tout 5 E R, 
d’ou, en particulier, 
I1 suffit de demontrer que rk est un entier; en effet, puisque T est une isometric, 
en posant s = kr - (Res,.,?, Res,,,A), et y = (V(X), T(w))~ - 1, on obtient 
(?I’, 7(W))G = x(l) -jq--(X 5 1) et (463, T(U))G = sjy, pour tout f EX - Ix), 
d’oti il rPsulte que 
x(1) 2 1-k -$y-- ( ! = (4QJh +J))C 
2 1 + 2Y + Y2 g x(l) ( a)‘)+(, + 2x + 2x’) p&j’; 
alors, x et y Ctant des entiers et y Ctant superieur a -l/2 hsque ; A~ j = 2 
(en vertu de (*:f)), on en deduit que y = 0 et que x = -1 ou 0; par cons& 
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quent, quitte a modifier le choix de 7, on a T(W) = V(X) - (x(l)/k)~ et par suite, 
~‘(o(Uh’44 = (xU)lkh- 
Comme 17 E R(G, IV), ResN,,c;T appartient a R(N, , I’,) et par suite, il existe 
01 E R(Q) et y E R(N,) tels que ResN,,cq = Res,O,oa + Ind,l,,Oy. D’autre part, 
si p est le caractere d’une representation simple de Q dont le noyau ne contient 
pas 2, Indo,Fp appartient a R et par suite, on a 
(Res N,,.G% ResNo,otLho = kv41). 
Par consequent, en posant p. = Ind,,,l, po = Ind,,,l et:a = kr - (y, lN1)NI , 
01 = a(Po - PO) + t% ou B W!2) 
et en particulier, pour tout z E Z(P) n D(P) - {l), on a 
17(l) - T(z) = \ p \ (kr - (7’~ lN1)N, + Y(l)). 
Or, Z(P) (7 D(P) satisfait aux hypotheses du Lemme 4.2; en effet, pour tout 
sous-groupe non trivial A de P, on a V(A) = Ni et comme F est d’ordre 
impair, si x E P - {l}, x et x-i ne sont pas conjugues dans N. On en deduit que 
/ P I divise ~(1) - ~(2) et par suite, kr est entier. 
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